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АННОТАЦИЯ 

В статье рассмотрена одна  неклассическая квазилинейная задача 

параболического типа на плоскости, когда граничное условие содержит 

производную по времени от искомой функции. Построено приближенное 

решение метода Галеркина рассматриваемой задачи. Доказана существования и 

единственность обобщенного  решения  задачи в пространстве     ̃      

[1,2,3,4]. 

Ключевые слова: математика, наука, функция, координата, 

дифференция.   
 

Рассмотрим квазилинейную задачу параболического типа, когда 

граничное условие содержит производную по времени от искомой функции 

[1,2,5,6,7]: 

{

   
 

   
                                  

                                                  

                  

                 (1) 

где                               

Предположим, что выполнены следующие условия: 

А.               {  ̅  [   ]       }            

                                                                        

и удовлетворяют неравенствам 

|           |    | |  | |                                            (2) 
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|          |    | |    | |                                      (3) 

где     | |   ∑   
  

    
 

 ,               

Б. Функции             имеют вид [9,10,11,12,13]: 

             ̅            ̿                                                  (4) 

здесь 

 ̅           
  ̅         

   
, 

|
  ̅

  
|    | |   | |                           

      |
  ̅

  
|    | |  | |                                               (5) 

                                   ∫  ̅
 

            |
 
 
   

В. Условие параболичности. Для любой гладкой функции U(x,t) 

справедливо неравенство [14,15,16,17,18]. 

∫  ̿   
          

      ‖  ‖     

                                                  (6) 

где    -положительная постоянная. 

Г. Условие монотонности. Для любых функций u      

                              
    

   

                              
 

                                            (7) 

Д. При         { ̅  [   ]    }                    

                    и удовлетворяет неравенству: 

|                 |    |   |                                              (8) 

Определение. Обобщенным решением из пространства     ̃     

{                     }  задачи (1) назовем функцию из     ̃     

удовлетворяющую тождеству 

∫                                  

  

      

 ∫                
  

                                                          (9) 

 

Построим приближенное решение по Галеркину [3,4]. Возьмем 

координатную систему из пространства   . Приближенное решение U(x,t) 

будем искать в виде [19,20,21,22,23] 
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       ∑  
 

 

   

         

где   
      определяются из системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений 

         ̂ 
                   

                    = 

                                 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅                                                        (10) 

и начальных условий 

                  

Если система {  } ортонормированна в метрике  ̂    , то система (10) 

принимает вид 

                      ̇ 
    

      
       

                                                                    (11) 

      
      

       
                      

                     

                

Условие А обеспечивает существование и непрерывность функции 

  
      

       
            

 . Поэтому для существования, по крайней мере одного 

решения задачи (11) на всем интервале [O,T]  достаточно знать все возможные 

решения равномерно ограничены.  Такая ограниченность следует из априорной 

оценки [19,20,21,22,23] 

   
     

 ‖      ‖
 ̂ 

  ‖       ‖        ̂  

     
     

‖       ‖  ̂ 

            (12) 

 

где N-постоянная, не зависящая от n.  

Отсюда получим неравенство 

   
     

‖     ‖
     

     
‖      ‖     

          {  
    }   

  

Займемся теперь предельным переходом по    . Из оценки (12) 

следует, что найдется такая функция u           ̅̅ ̅̅ ̅     и такая под 

последовательность U(x,t), что функции U(x,t) сходятся к u(x,t) слабо в норме 

    ̅̅ ̅̅ ̅     и функции    сходятся к    в       . Так как вложения     ̅̅ ̅̅ ̅     

              компактны, то U(x,t)  (x,t) сильно в        и в       . Из этой 

сходимости следует сходимость U(x,t) к u(x,t) в       и в       для почти всех t 

из [O,T] и почти всюду в      .  Кроме того, по теореме вложения, следует 

сильная сходимость U(x,t) в        ,  
      и слабая сходимость в        

[24,25,26,27,28]. 
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Далее, из условия А следует, что функции                     ̅̅ ̅̅ ̅  и 

            имеют равномерно ограниченные нормы в пространствах 

                 соответственно. Ввиду этого положим, что вся 

последовательность                            сходится слабо в        и 

элементам         пространства        и функции             сходятся слабо 

к A(x,t)        в пространстве        [29,30,31,32].  

Обозначим через    совокупность линейных комбинаций вида 

       ∑  

 

   

         

где      -произвольные гладкие на отрезке [O,T] функции. Умножая 

соотношения (10) на       суммируя по к от 1 до l и интегрируя от 0 до  , 

находим, что для любой функции           справедливо равенство 

∫         

 

 

   ∫                
 

  

            ]     

 ∫         
  

      

                                                              (13) 

 

Перейдем к пределу по     . В результате чего получаем: 

∫        ̂ 
   ∫ [          

        ]
  

     ∫         
  

     
 

 
                           

(14) 

Так как ⋃   
 
    плотно в         ,  то выполнив в (14) замыкание по W 

получаем, что равенство (14) справедливо для любой функции           . 

Из равенства (14) получим, что функция U(x,t) есть искомое обобщенное 

решение.  

Докажем единственность решения. Пусть                 два решения 

задачи (9), тогда их разность       удовлетворяет соотношению 
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∫
        

  
  

              ∫
        

  
  

           

 ∫{[                             ]         

  

 [                           ]       }    

 ∫[                   ]

  

            

Воспользовавшись условиями (5) и (7), получим 

∫       
 

 

     ∫ ∫       
 

 

       

 

∫ ∫       
 

 

    

  

 

Следовательно      . Таким образом, доказана: 

ТЕОРЕМА. Если выполнены условия А-Д, то существует единственное 

обобщенное решение задачи (1) в пространстве     ̃     . 
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